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観測値が分散共分散行列が未知の 2次元正規分布に従う k標本モデルを考える．k個の相関係

数の同時信頼区間，シングルステップのすべての相関係数の多重比較検定，閉検定手順に基づくマ

ルチステップの多重比較検定について提案する．最後に，データ解析の例として，動物の全長と寿

命の相関係数を解析する．

1 はじめに

観測値が未知の分散で同一である必要のない正規分布に従う k群モデルにおけるすべての平均の

多重比較法が白石 (2011)によって論じられている．また分布が未知であっても解析が可能なノンパ

ラメトリックなすべての平均の多重比較法も白石 (2011)は論じている．前者は t統計量を使い，後

者はウィルコクソンの符号付順位統計量がつかわれた．この研究では観測値が 2次元正規分布に従う

k標本モデルを考える．1標本 2次元正規分布モデルの相関係数の解析にはフィッシャーの z変換に

よる統計量が使われる．この z 変換による統計量の漸近正規性は Anderson (2003)に書かれている

が，それとは異なる証明を本稿では与える．これを基に，分散共分散行列が未知の 2次元正規分布に

従う k標本モデルにおける相関係数を多重比較する手法について提案する．k個の相関係数の同時信

頼区間，シングルステップのすべての相関係数の多重比較検定，マルチステップの多重比較検定であ

る．最後に，データ解析の例として，脊椎動物の全長と寿命の相関係数を解析する．

2 モデルと多重比較検定法によって解析される仮説

k 群モデルで 1 ≦ i ≦ kとなる整数 iに対して，第 i 群の標本 (Xi1, Yi1), · · · , (Xini , Yini)は同一の

2次元正規分布N2(µi,Σi)に従うものとする．ただし，µiは未知の平均ベクトルで µi ≡ (µi1, µi2)，

Σi は未知の分散共分散行列で Σi ≡

(
σ2
i1 ρiσi1σi2

ρiσi1σi2 σ2
i2

)
とする．さらにすべての (Xij , Yij)

(j = 1, · · · , ni; i = 1, · · · , k)は互いに独立であると仮定する．総標本サイズを n ≡ n1 + · · ·+ nk と

おく.　次の k群モデルの表 2.1を得る.

Ik を　
Ik ≡ {i| 1 ≦ i ≦ k, iは整数 } (2.1)

とする．まずは {ρi| i ∈ Ik} に対する同時信頼区間を提案する．比較のための検定は, i = 1, · · · , k
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表 2.1. k 群モデル

群　 サイズ データ 相関係数
第 1群 n1 (X11, Y11), · · · , (X1n1 , Y1n1) ρ1
第 2群 n2 (X21, Y21), · · · , (X2n2 , Y2n2) ρ2

...
...

...
...

...
...

第 k 群 nk (Xk1, Yk1), · · · , (Xknk , Yknk) ρk

総標本サイズ: n ≡ n1 + · · ·+ nk （すべての観測値の個数）
ρ1, · · · , ρk はすべて未知母数とする.

に対して, ある ρ0i ∈ (−1, 1) を与えたときに, 帰無仮説 H0i : ρi = ρ0i に対して 3 種の対立仮説

1⃝ 両側対立仮説HA±
0i : ρi ̸= ρ0i

2⃝ 片側対立仮説HA+
0i : ρi > ρ0i

3⃝ 片側対立仮説HA−
0i : ρi < ρ0i

を考える．
{
帰無仮説 H0i vs. 対立仮説 HA∗

0i | i ∈ Ik
}
に対する多重比較検定を提案する．ただし，

HA∗
0i は HA±

0i , HA+
0i , HA−

0i のうちのいずれかとする．さらに，閉検定手順についても考察する．

3 基礎となる漸近理論

ρi の点推定量は，

ρ̂i ≡
∑ni

j=1(Xij − X̄i.)(Yij − Ȳi.)√∑ni

j=1(Xij − X̄i.)2
√∑ni

j=1(Yij − Ȳi.)2

で与えられ，標本相関係数とよばれている．

補題 3.1 　 ni → ∞として，

√
ni(ρ̂i − ρi)

L→ N
(
0, (1− ρi)

2
)

(3.1)

が成り立つ．ただし， L→ は法則収束を表す．

証明 　一般性を失うことなく µi1 = µi2 = 0, σi1 = σi2 = 1 と仮定する．

第 i群の標本標準偏差 σ̂i1, σ̂i2, 標本共分散 σ̂i12 は

σ̂i1 ≡

√√√√ 1

ni

ni∑
j=1

(Xij − X̄i·)2, σ̂i2 ≡

√√√√ 1

ni

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi·)2,

σ̂i12 ≡ 1

ni

ni∑
j=1

(Xij − X̄i·)(Yij − Ȳi·)

で与えられる．
√
ni(ρ̂i − ρi)は，σ̂1i, σ̂i2, σ̂i12 を使用して

√
ni(ρ̂i − ρi) =

1

σ̂i1σ̂i2

√
ni (σ̂i12 − ρi) +

ρi
σ̂i1

√
ni

(
1

σ̂i2
− 1

)
+ ρi

√
ni

(
1

σ̂i1
− 1

)
(3.2)

と表現できる．白石 (2012a)より，(Z11, Z21), · · · , (Z1ni , Z2ni) を ni 個の独立で同一の 2次元正規

分布 N2 (0, I2)に従う確率ベクトルで，
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Xij = Z1j , Yij = ρiZ1j +
√
1− ρ2iZ2j (3.3)

と表現できる．関数 g(x)を g(x) =
1√
x
で定義すると，g′(x) = − 1

2x3/2
が成り立つ．平均値の定理

より，

g′(ani) =
g(σ̂2

i1)− g(1)

σ̂2
i1 − 1

=
1/σ̂i1 − 1

σ̂2
i1 − 1

, (3.4)

g′(bni) =
g(σ̂2

i2)− g(1)

σ̂2
i2 − 1

=
1/σ̂i2 − 1

σ̂2
i2 − 1

(3.5)

|ani − 1| < |σ̂2
i1 − 1|, |bni − 1| < |σ̂2

i2 − 1|

を満たす ani
, bni

が存在する．大数の法則より，σ̂2
i1

P−→ V(Xi) = 1であることより，

g(σ̂2
i1) =

1

σ̂i1

P−→ g(1) = 1 (3.6)

を得る．ただし， P−→ は確率収束を表す．同様に，

g(σ̂2
i2) =

1

σ̂i2

P−→ g(1) = 1 (3.7)

が成り立つ．ani

P−→ 1, bni

P−→ 1より

g′(ani)
P−→ −1

2
(3.8)

g′(bni)
P−→ −1

2
(3.9)

を得る．(3.3), (3.4), (3.8)より，

ρi
√
ni

(
1

σ̂i1
− 1

)
= −ρi

2

√
ni

1

ni

ni∑
j=1

(
Z2
1j − 1

)
+ op(1) (3.10)

と表現される．ただし，op(1)は 0に確率収束する項を表す．(3.3), (3.5), (3.6), (3.9)より，

ρi
σ̂i1

√
ni

(
1

σ̂i2
− 1

)
= −ρi

2

√
ni

1

ni

ni∑
j=1

{
(ρiZ1j +

√
1− ρ2iZ2j)

2 − 1
}
+op(1) (3.11)

が成り立つ．(3.3)より，同様に

1

σ̂i1σ̂i2

√
ni(σ̂i12 − ρi) =

√
ni

{ 1

ni

ni∑
j=1

Z1j(ρiZ1j +
√
1− ρ2iZ2j)− ρi

}
+op(1) (3.12)

を得る．

(3.2), (3.10)-(3.12)より，
√
ni(ρ̂i − ρi)は

√
ni(ρ̂i − ρi) =

√
ni

1

ni

ni∑
j=1

{
Z1j(ρiZ1j +

√
1− ρ2iZ2j)−

ρi
2
(ρiZ1j +

√
1− ρ2iZ2j)

2 − ρi
2
Z2
1j

}
+op(1)

(3.13)

と表現できる,

Vj ≡ Z1j(ρiZ1j +
√
1− ρ2iZ2j)−

ρi
2
(ρiZ1j +

√
1− ρ2iZ2j)

2 − ρi
2
Z2
1j

= (1− ρ2i )

(
ρi
2
Z2
1j +

√
1− ρ2iZ1jZ2j −

ρi
2
Z2
2j

)
(3.14)
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とおく．このとき，(3.13)は

√
ni(ρ̂i − ρi) =

√
ni

1

ni

ni∑
j=1

Vj + op(1) (3.15)

と表される．E(Z4
1j)− 3 = E(Z4

2j)− 3 = 0 と Z1j , Z2j は互いに独立であるので，

E(Vj) = (1− ρ2i )E

(
ρi
2
Z2
1j +

√
1− ρ2iZ1jZ2j −

ρi
2
Z2
2j

)
= (1− ρ2i )

(ρi
2

− ρi
2

)
= 0,

V(Vj) = E

[
(1− ρ2i )

2

(
ρi
2
Z2
1j +

√
1− ρ2iZ1jZ2j −

ρi
2
Z2
2j

)2
]
= (1− ρ2i )

2

となる．中心極限定理より,

√
ni

1

ni

ni∑
j=1

Vj
L−→ N

(
0, (1− ρ2i )

2
)

(3.16)

が成り立つ.

(3.15), (3.16)より，結論を得る． 2

0 < r < 1となる rに対して，

ZT (r) ≡
1

2
log

(
1 + r

1− r

)
(3.17)

とおく.　清水 (2020)などにより，ZT (r)は Fisherの z変換とよばれている．

つぎの命題 3.2を得る．

命題 3.2 　 ni → ∞として，
√
ni − 3{ZT (ρ̂i)−ZT (ρi)}

L−→ Zi ∼ N(0, 1)

が成り立つ. ただし，Zi ∼ N(0, 1)は確率変数 Zi が標準正規分布 N(0, 1)に従うことを意味してい

る．

証明 　

Z ′
T (r) =

1

2

(
1

1 + r
+

1

1− r

)
=

1

1− r2
(3.18)

である．確率変数W は N
(
0, (1− ρ2)2

)
に従う確率変数とし，(3.18)より，補題 3.1とデルタ法を

用いて

√
ni − 3{ZT (ρ̂i)−ZT (ρi)} =

√
ni − 3
√
ni

√
ni{ZT (ρ̂i)−ZT (ρi)}

L−→
√
ni − 3
√
ni

1

1− ρ2i
W =

1

1− ρ2i
W ∼ N(0, 1)

を得，結論が導かれた. 2

命題 3.2はAnderson (2003)にも証明とともに掲載されているが，補題 3.1を用いる上記はAnderson

(2003)とは別証明になっている．法則収束，デルタ法などの漸近理論は白石 (2012a)を参照すること．
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4 多重比較法

i = 1, · · · , k に対して
Ti(r) ≡

√
ni − 3{ZT (ρ̂i)−ZT (r)}

とおく．この論文を通して，

(c.1) lim
n→∞

min{n1, n2, · · ·nk} = ∞

を仮定する．ただし，minAは集合 Aの要素の最小値を表す．

このとき，命題 3.2より，

lim
n→∞

P

(
max
1≦i≦k

|Ti(ρi)| ≦ z

(
1− (1− α)1/k

2

))
=

k∏
i=1

lim
n→∞

P

(
|Ti(ρi)| ≦ z

(
1− (1− α)1/k

2

))

=
k∏

i=1

P

(
|Zi| ≦ z

(
1− (1− α)1/k

2

))
(4.1)

ただし，z(β)は N(0, 1)の上側 100β%点を表すものとする．

Zi ∼ N(0, 1)より，

P

(
|Zi| ≦ z

(
1− (1− α)1/k

2

))
= 1− 2 · 1− (1− α)1/k

2
= (1− α)1/k (4.2)

を得る．(4.1)と (4.2)より，

lim
n→∞

P

(
max
1≦i≦k

|Ti(ρi)| ≦ z

(
1− (1− α)1/k

2

))
= 1− α

が成り立つ．同様に

lim
n→∞

P

(
max
1≦i≦k

Ti(ρi) ≦ z
(
1− (1− α)1/k

))
=

k∏
i=1

P
(
Zi ≦ z

(
1− (1− α)1/k

))
= 1− α

が成り立つ．ここで定理 4.1を得る．

定理 4.1 n → ∞として，条件 (c.1)の下で,

lim
n→∞

P

(
max
1≦i≦k

|Ti(ρi)| ≦ z

(
1− (1− α)1/k

2

))
= 1− α, (4.3)

lim
n→∞

P

(
max
1≦i≦k

Ti(ρi) ≦ z
(
1− (1− α)1/k

))
= 1− α (4.4)

が成り立つ． 2

ZT (r) = tanh−1 rの関係と tanh(x)は狭義の増加関数より，

|Ti(ρi)| ≦ z

(
1− (1− α)1/k

2

)
は

tanh

ZT (ρ̂i)−
z
(

1−(1−α)1/k

2

)
√
ni − 3

 ≦ ρi ≦ tanh

ZT (ρ̂i) +
z
(

1−(1−α)1/k

2

)
√
ni − 3



横山 颯　　 安田 竜規　　 白石 高章 15



と同等である．また，

Ti(ρi) ≦ z
(
1− (1− α)1/k

)
は

tanh

(
ZT (ρ̂i)−

z
(
1− (1− α)1/k

)
√
ni − 3

)
≦ ρi

と同等である．

ここで，ρi (i = 1, · · · , k)についての信頼係数 1− αの同時信頼区間はつぎで与えられる．　

[4.1] {ρi| i ∈ Ik}に対する信頼係数 1− αの同時信頼区間

母数 ρiの制約に応じて, 信頼係数 1−αの漸近的な同時信頼区間は次の (1)から (3)で与えられる．

(1) 両側信頼区間：　任意の i ∈ Ik に対して，

tanh

ZT (ρ̂i)−
z
(

1−(1−α)1/k

2

)
√
ni − 3

 ≦ ρi ≦ tanh

ZT (ρ̂i) +
z
(

1−(1−α)1/k

2

)
√
ni − 3


(2) 上側信頼区間：　任意の i ∈ Ik に対して，

tanh

(
ZT (ρ̂i)−

z
(
1− (1− α)1/k

)
√
ni − 3

)
≦ ρi

(3) 下側信頼区間：　任意の i ∈ Ik に対して，

ρi ≦ tanh

(
ZT (ρ̂i) +

z
(
1− (1− α)1/k

)
√
ni − 3

)
.

　

2

[4.1]の同時信頼区間から，シングルステップの多重比較検定がつぎで与えられる．　

[4.2] 水準 αのシングルステップの多重比較検定

母数 ρi の制約に応じて, 水準 αの多重比較検定は次の (1)から (3)で与えられる．

(1)
{
帰無仮説 H0i vs. 対立仮説 HA±

0i | i ∈ Ik
}
の両側検定：　

|Ti(ρ0i)| ≧ z
(

1−(1−α)1/k

2

)
となる iに対して帰無仮説H0iを棄却し対立仮説HA±

0i を受け入れ，

ρi ̸= ρ0i と判定する．

(2)
{
帰無仮説 H0i vs. 対立仮説 HA+

0i | i ∈ Ik
}
の片側検定：　

Ti(ρ0i) ≧ z
(
1− (1− α)1/k

)
となる iに対して帰無仮説 H0i を棄却し対立仮説 HA+

0i を受け入

れ，ρi > ρ0i と判定する．

(3)
{
帰無仮説 H0i vs. 対立仮説 HA−

0i | i ∈ Ik
}
の片側検定：　

Ti(ρ0i) ≦ −z
(
1− (1− α)1/k

)
となる iに対して帰無仮説 H0i を棄却し対立仮説 HA−

0i を受け

入れ，ρi < ρ0i と判定する．

　

2

すべての帰無仮説H0i (i ∈ Ik)を多重比較検定するときのファミリーは H0 ≡ {H0i | i ∈ Ik}であ
る．H0 の要素の仮説H0i の論理積からなるすべての集合は

H0 ≡

{∧
i∈E

H0i

∣∣∣∣ ∅ ⫋ E ⊂ Ik

}

で表される．ここで水準 αのマルチステップの多重比較検定としてつぎの閉検定手順が提案できる．
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[4.3] 水準 αのマルチステップの多重比較検定

空でない任意の E ⊂ Ik に対して, 帰無仮説H0(E)を

H0(E) : 任意の i ∈ E に対して ρi = ρ0i (4.5)

で定義すると， ∧
i∈E

H0i = H0(E) (4.6)

が成り立つ．

閉検定手順は，特定の帰無仮説をH0i0 ∈ H0 としたとき，i0 ∈ E ⊂ Ik を満たす任意の E に対し

て帰無仮説H0(E)の検定が水準 αで棄却された場合に，H0i0 を棄却する方式である．

ℓ ≡ ℓ(E) ≡ #(E),

E ≡ {i1, · · · , iℓ} (i1 < · · · < iℓ)

とおき，以下に帰無仮説H0(E)に対する水準 αの漸近的検定方法を具体的に論述する．

(1)
{
帰無仮説 H0i vs. 対立仮説 HA±

0i | i ∈ Ik
}
の両側検定：　

maxi∈E |Ti(ρ0i)| ≧ z
(

1−(1−α)1/ℓ

2

)
ならば H0(E)を棄却する.

(2)
{
帰無仮説 H0i vs. 対立仮説 HA+

0i | i ∈ Ik
}
の片側検定：　

maxi∈E Ti(ρ0i) ≧ z
(
1− (1− α)1/ℓ

)
ならば H0(E)を棄却する.

(3)
{
帰無仮説 H0i vs. 対立仮説 HA−

0i | i ∈ Ik
}
の片側検定：　

mini∈E Ti(ρ0i) ≦ −z
(
1− (1− α)1/ℓ

)
ならば H0(E)を棄却する.

5 データの解析例

Webの文献 [8]-[10]を用いて，脊椎動物における各種属の寿命と全長を調べた．このデータを基に

相関係数を解析する. X を寿命 [年], Y を全長 [cm] とみなした. 標本サイズは表 5.1で与えられ，標

本の中に人間は含まれていない．

表 5.1 脊椎動物の標本サイズ

群　 第 1群 第 2群 第 3群 第 4群
種族 爬虫類 両生類 哺乳類 鳥類

標本サイズ 121 46 297 45

k = 4, n1 = 121, n2 = 46, n3 = 297, n4 = 45 として [4.1], [4.2]の手法を用いる．

(1) α = 0.05, ρ01 = ρ02 = ρ03 = ρ04 = 0 としたとき

[4.1]の (1)の手法を用いて，95%同時信頼区間は

0.01 ≦ ρ1 ≦ 0.43, 0.43 ≦ ρ2 ≦ 0.84, 0.62 ≦ ρ3 ≦ 0.77, 0.11 ≦ ρ4 ≦ 0.71

であった．また，[4.2]の (1)の手法を用いて，水準 0.05の多重比較両側検定ですべての帰無仮

説は棄却された．

　以上から，すべての群に正の相関があることが分かった．
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(2) α = 0.05, ρ01 = ρ02 = ρ03 = ρ04 = 0.5 としたとき

95%同時信頼区間は上記の (1)と同じで水準 0.05の多重比較両側検定で　帰無仮説 H01 : ρ01 =

0.5 と H03 : ρ03 = 0.5 が棄却された．

　以上から，第 1群の相関係数 ρ1 は 0 < ρ1 < 0.5, 第 1群の相関係数 ρ1 は 0.5 < ρ3 < 1.0 で

あることが分かった．

どの種族も寿命と全長には正の相関があると考えられる. 特に哺乳類が強い相関を示し，爬虫類は

他の種族より相関が弱いことが分かった．哺乳類に関して, 人間に比べてクジラなど全長が何メート

ルに及ぶ生き物でさえ 60 年も生きないことと, この強い相関が見られることは, 人間が全長に対して

寿命が異常に長いことを表している. 爬虫類と鳥類に関して両側信頼区間の幅が広いのは, 亀などの

全長が小さくて寿命が長い生き物であったり, ペリカンなどの全長が大きくて寿命が短い生き物がい

ることによるとも考えられる．

6 おしまいに

観測値が未知の分散で同一である必要のない正規分布に従う k群モデルにおけるすべての平均の

多重比較法が白石 (2011)によって論じられている．また分布が未知であっても解析が可能なノンパ

ラメトリックなすべての平均の多重比較法も白石 (2011)は論じている．これらの多群モデルでは分

散が不均一の未知であっても解析がおこなえる手法である．多群ベルヌーイモデルですべての比率の

多重比較法は白石 (2012b)と Shiraishi (2022)によって与えられている．また，ポアソンモデルと指

数モデルはそれぞれ白石 (2012b)と白石 (2013)に与えられている．いずれも平均母数の多重比較法

である．ここでの内容は相関係数の多重比較法を述べた初めての論文である．　
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