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明示的内部構造を有する集団による 
コンテストについて1）

上　田　　　薫

1．イントロダクション

　本稿の目的は，集団コンテストにおける競合集団の内部に明示的な協業の内部構造
を導入し，その変化が報酬体系に及ばす影響を解明することである。経済的ないし政
治的利益（プライズ）が集団の間で争われる場合を扱う集団コンテストのモデル分析
は，Katz et al.（1990）およびNitzan（1991）の研究を嚆矢とするが，彼らの業績を
含め近年までの研究の多くは，利益獲得のための集団の活動水準が集団構成員の努力
の単純和で与えられるとしてきた。政治宣伝のチラシを戸別にメールボックスへ投函
していく活動のような，各構成員の努力が互いに完全代替物である場合のみを考えて
きたわけである。構成員の貢献が資金提供の形で行われ，徴収された資金による財な
いしサービスの購入量で集団としての活動水準が決まる場合であれば，このような定
式化も不自然なものではないだろう。しかし，広く見られる形態とは言え，これは集
団による利益獲得活動の特殊なタイプに過ぎない。
　公共財の自発的供給に関する研究において，Hirshleifer（1983）により個人間の努
力の補完性の重要性が指摘され，公共財生産量を個人の努力のCES関数で表現する
定式化（Cornes（1983），Cornes and Hartley（2007））が行われるようになると，同
様の定式化が集団コンテストの分野でも試みられるようになった。すなわち，集団に
よる利益獲得のための活動水準が，構成員の努力のCES関数で表現されるモデルで
ある（Kolmar and Rommeswinkel（2013），Crutzen et al.（2020），Kobayashi and 
Konishi（2021））。この一般化によって，集団内の構成員同士の補完性を明示的な形
で扱うことが可能となった2）。

1 ）本論文は科研費助成事業（Grant Number JP21K01550）および2022年度パッヘ研究奨励金Ⅰ―
A―2の援助を受けた研究の成果である。

2 ）厳密に言えば，集団の活動水準が集団構成員の努力の単純和で与えられる場合であっても，各
構成員の努力に関する費用関数が限界費用逓増の形をしている場合は，集団内の個人の努力の間
に補完性が生じていると見ることもできる。特定の個人のみが大きな貢献をするより全員がバラ
ンスよく貢献を行う方が，努力の総費用を低くできるからである。限界費用逓増が集団コンテス
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　本稿では，こうした一般化をさらに進めることで，集団内の分業と協業の内部構造
を明示化したモデルの構築を試みる。具体的には，Sato（1967）が提案した2段階
CES関数によって集団の活動水準が表されるという定式化により，図1に示したよう
な構造を有する集団間のコンテストの分析を行う。この図は二つの集団によるコンテ
ストの場合を描いているが，モデルでは任意の数の集団によるコンテストを考えてい
く。
　図に示されるとおり，我々の集団コンテストモデルにおける各集団は，その内部に
下位集団を包含している。この下位集団の構成員の貢献の間には補完性があり，チー
ムとして協業することによって，全体集団の活動のためのインプットを生み出す。そ
して，下位集団に属さない個人の貢献によるインプットと結びつくことで，集団全体
の活動が生じる。通常は，この二種類のインプットの間にも補完性があるだろう。例
えばレーシングチームのメカニックグループとレーサー，選挙における候補者と運動
員集団，タクシードライバーと配車係（プライズは営業地域の市場シェア）などによ
る活動が，対応していると思われる3）。
　集団内の個人は，事前に定められた各々への成功報酬に応じて，自発的に貢献努力
の水準を決めるものとする。このとき各集団のコンテストにおける勝利の可能性は，
集団内の報酬の分布により変化する。勝利の可能性を最大にする報酬体系は，集団の
内部構造の変化からどのような影響を被るだろうか。こうした問題は，従来の集団コ
ンテストのモデルでは扱うことが困難であった。これを可能にすることは，我々のモ
デルの有する大きな利点である。
　以下では，下位集団の個人間の貢献の補完性の変化が，下位集団の個人及びその外
に居る（同一集団の）個人の相対的報酬に及ぼす効果を検討する。下位集団の業務が
要求するチームワークの程度の影響を見るわけである。単純にどちらかの報酬が増え

トに対して持つ含意については，Esteban and Ray (2001) が有益である。
3 ）図1よりもさらに複雑な，各集団が複数の下位集団を包含するモデルを考え，複数事業部を抱

える組織の分析を行うことも可能である。その場合のモデルの均衡の存在と一意性は，第2節で
の議論の単純な拡張により示すことができる。

図1
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るという話にはならず，下位集団の能力（生産性）と外部の個人のそれの大きさによ
り異なる結果となることが明らかにされる。本稿が扱う内部構造と報酬体系に関わる
もう一つの問題は，集団内個人の異質性の程度が報酬体系に及ぼす影響である。競合
する集団内の個人間に異質性が存在するような集団コンテストに関しては既に多くの
先行文献が存在しており（Baik（2008），Epstein and Mealem（2009），Esteban and 
Ray（2011），Ryvkin（2011），Nitzan and Ueda（2014）），これらを踏まえた我々の
モデルにおいても集団内の個人の能力は均等ではない。そこで新たに生じる興味深い
問題の一つは，下位集団内の個人の能力の不均等の程度が報酬体系に及ぼす影響であ
る。下位集団の個人の能力が不揃いであるとき，これに属さない個人の報酬は増加す
るのか，それとも減少するのか。この点についても明らかにしたい。
　以下では，第2節においてモデルの詳細を記述し，その均衡の存在と一意性を示す。
第3節では，コンテストにおける勝利の確率を最大にするという意味での最適報酬体
系を特徴づける。第4節では集団の内部構造と最適報酬の関係について，上述した問
題に関する検討を行う。第5節では今後の展望について述べる。

2．モデル

　あるプライズをめぐって競合する 個の集団を考える。各集団がプライズを勝ち
取る確率は，当該集団が生み出す獲得活動の水準の相対的大きさにより決まるものと
する。集団 の活動水準を と表すことにすれば，集団 が勝利す
る確率は， という表記を用いて で与えられることになる。つまり標準
的なTullockタイプの勝利確率を仮定するわけである。我々のモデルの特徴は，当該
集団の構成員の努力がどのように集団の活動水準を決めるかという点に現れる。
　図1で示したように，競合する集団の各々は一つの下位集団を包含している。代表
として集団 を取り上げ，その下位集団に属する個人の集合を で表す。 番
目の個人の努力水準を と表すとき4），この下位集団が生み出す「インプット」
はCES関数により⑴式のように与えられるとする。ここでは，
を個人 の能力を表す係数だと解釈する5）。その値が高い個人ほど，同じ努力水準に
よって一層大きな貢献が可能だというわけである。一般性を失うことなく，
であるとする。

4 ） 番目の集団の 番目の個人について言及しているのだから，集団名も特定して とする
方が適切だろう。しかし，以下の議論において異なる集団の個人間の比較等を行う場面はないこ
とから，個人に関する他の記号も含め，集団名を表す添字は省略する。

5 ）下位集団内の構成員間で業務内容が異なっている場合を考え，それらの重要性の相違を表す係
数として解釈することも可能である。
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  ⑴

パラメータ は，下位集団内の個人の努力の間の補完性を表す。代替の弾力性が
であるから， の値が小さいほど補完性が強いことになる。
　下位集団の外部にいて個人として全体集団への貢献を行う構成員（図1の△で表さ
れる）を個人0と呼ぶことにし，その努力を で表す。簡単化のため，この個人
の能力を表す係数は1に標準化する。この個人の貢献は集団全体の活動に対する直接
の「インプット」となり，集団 の活動水準 は

  ⑵

で与えられるものと仮定する。パラメータ ， は，集団全体の活動を行う上での各々
の「インプット」の重要性を示すものと解釈される。パラメータ は，下位集団の貢
献と個人0の貢献の間の補完性を表す。二種類の「インプット」の間の補完性は，
の値が小さいほど強いものになる。
　このモデルで考えるコンテストのプライズは分割可能な私的財であるものとし，成
功報酬として集団構成員に分配されるものとする。プライズの価値を とし，第 集
団の個人 が得る報酬を とする。ただし である。
努力に伴う費用関数は全ての個人について同一の形状を持つとし， （ ，

）で与えられるとする6）。各個人は危険中立的であると仮定すれば，第 集団の
個人 の期待効用は

  ⑶

で与えられることになる。これでコンテストの戦略形が得られたことになる。
　各個人はコンテストにおいて，各々の期待効用を最大化するために，相互に独立に
所属集団への貢献努力の水準を決めるものとする。したがって，このゲームは同一集
団に属する個人間においても非協力ゲームであり，採用される均衡概念は通常のナッ
シュ均衡である。⑵式が の凹関数であることから7），⑶式の期待効

6 ）集団構成員の間で の値が異なるという定式化の下でも，均衡の存在と一意性の結果は変わ
らないし，最適報酬体系の導出も可能である。しかし我々の関心は集団の内部構造と報酬体系の
間の関係にあることから，不要な議論の複雑化は避けることにする。

7 ）⑴が凹関数であり， が増加凹関数であることから導かれる。
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用は当該個人の努力の凹関数である。よって非負制約を考慮に入れた最大化の必要十
分条件は，下位集団に属する個人について

（ただし の場合は等号で成立。 ），下位集団外の個人0について

（ただし の場合は等号で成立）となる。均衡では，以上の条件が各々の個人に
ついて成立しなければならない。
　この必要条件を精査することで，均衡では が成立しなければならないことが
わかる。そこからさらに，全ての集団 において が成立しなけれ
ばならないことを導け，さらに各集団内において が成り立た
ねばならないことが示される。よって均衡の必要十分条件は，

  ⑷

  ⑸

が全ての集団 において成り立つことである。
　我々は，この必要十分条件を用いて均衡の存在と一意性を示すことができる。まず
⑷式を について解くことにより，

  ⑹

を得る。これより

となるので，これを全ての について辺々足し合わせると，左辺は と一致する。
そこで，得られた式を について以下のように解くことができる。

  ⑺

これを用いて，

という式が得られる。一方⑸式を用いることにより，
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と表せることがわかる。 であったから，上記二つの式の辺々を加
えれば，左辺は になる。こうして得られた等式は

のように整理できる。以下ではパラメータのみで構成された部分を

  ⑻

と表すことにしよう。ただし

である。この表現を用いることで，均衡における集団 の活動規模に関する次の等式
を得る。

以下では を集団 の競争力指標と呼ぶことにする。
　こうして我々は，いわゆる「シェア関数アプローチ」を適用する手続きに進むこと
ができる。まず という表記を用いて，先ほど得た等式を

  ⑼

と変形する。この等式の由来をひとまず忘れ， という値を の関数として陰
伏的に定義する式と見なす，というのが議論の第一歩である。この関数 を集団
のシェア関数と呼ぶ。⑼式の右辺は定数であり，左辺は と の二変数連続関数で
あることから，シェア関数は連続関数になる。またこれら双方の変数について厳密な
増 加 関 数 な の で， は 厳 密 な 減 少 関 数 に な る。 さ ら に， と

が成り立つことを確認できる8）。

8 ） については⑺式から明らかだろう。また が減少関数であることから

とできる。 であると仮定しよう。全ての について

が成り立つ。すると の場合に⑼式が成立しなくなって
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　コンテストに加わる全ての集団の活動水準の合計が のときに，集団 の全ての構
成員が各々の効用最大化行動を選んでいるとすれば，⑼式の定義より
が成り立たねばならない。均衡ではこの条件が全ての集団で満たされねばならないか
ら， であることより が成り立たねばならない。そこで
均衡における集団の活動水準の合計値 は，等式 を満たさなければ
ならない。他方でこの等式が満たされるとき， としてやれば，そこ
から導出される各構成員の努力水準が効用最大化を満たすことがわかる9）。よって等式

  ⑽

は， が均衡における集団の活動水準の合計値であることの必要十分条件である。
　先に確認した個別集団のシェア関数の性質から， は連続かつ厳密な減少
関数になる。また， と が成り立つ。以上の性
質から，図2に示されるように，均衡における集団の活動水準の合計値がただ一つ存
在することが確認できる。これにより，我々のモデルの均衡の存在と一意性が証明さ
れたことになる。

命題1．第2節で記述された，明示的内部構造を持つ集団の間のコンテストのモデル
には，均衡が一意に存在する。

しまい， の定義と矛盾する。よって でなければならない。
9 ） と を用いて⑺式から求めた の値により⑹式から個人 の努力水準を求め

れば，⑸式を満たすものになっている。下位集団に属さない個人に対しても，同様の確認が可能
である。

図2
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3．最適報酬体系

　シェア関数の定義式⑼と均衡の必要十分条件⑽を用いることにより，各集団の競争
力指標と勝利確率の関係について以下のような結果が得られる。

補題1． のとき，均衡における集団 の勝利確率は集団 以上となる。不等号
が厳密なものであれば，より大きくなる。さらに， の値の上昇は均衡における集
団 の勝利確率を上昇させる。
証明

　均衡における集団 の勝利確率は，均衡における集団の活動水準の合計値 とシェ
ア関数を用いて と表せる。 ならば⑼式による定義より，任意の にお
いて が成り立つ。よって任意の において が成り立
つので も成り立つ。この議論は全ての不等号を厳密な不等号に置き
換えても成立する。
　次に集団 の競争力指標について という二つの値を考える。 に対応する
集団 のシェア関数を ， に対応するそれを で表すことにする。このと
き⑼式による定義より，任意の において が成り立つ。そこで集団
の競争力指標が から に変化することにより，均衡における集団の活動水準の合
計値が から に変化したとしよう。

であり，全ての集団のシェア関数は厳密な減少関数なのだから， が成り立た
ねばならない。 かつ であることを
用いれば， が導かれる。 証明終

　この補題より，ある集団の勝利確率はその競争力指標の値が大きくなるほど上昇す
ることがわかる。競争力指標は集団構成員への報酬の分布により変化するので，我々
は競争力指標の値を最大にするという意味で最適な報酬体系を考えることができる。
すなわち集団 の最適報酬体系は， を制約条件として競争力指標 の値
を最大にするベクトル だということになる。
　以下では議論の簡単化のため，最適報酬体系の導出にあたり，次の正規性の条件を
満たす場合のみを考えることにする。

正規性の条件：
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の値が2より大きければ，この条件は任意の と の値について成立する。
つまり努力の限界費用の逓増の程度が十分に大きい場合である。また， と の値が
共に0.5未満であれば，つまり構成員の努力が相互に十分に補完的であれば，任意の

の値について成立する。
　正規性の条件が成立するとき，競争力指標 は の凹関数になる10）。
よって最大化問題

の必要十分条件は，ラグランジュ関数

により

および ， である。これらの式に正規性条件を適
用すれば， でなければならないことがわかる。よって

 （11―1）

  （11―2）

 （11―3）

が得られる。
　（11―2）式より

  ⑿

という関係が成立せねばならないので，これを用いて

10） より になるので， は の凹関数になる。 よ

　り になるので， は の凹関数かつ増加関数である。よっ

　て⑻式より， は の凹関数になる。
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  ⒀

と表せる。 であることから

となるので，いま導いた等式を代入すれば

  ⒁

という関係が得られる。⑿式より であるから，（11―3）式より

  
⒂

  ⒃

という値が得られる。こうして最適報酬体系が導かれたことになる。

命題2．正規性の条件が満たされるとき，集団の勝利確率を最大化する最適報酬体系
は⒂式，⒃式で与えられる。

4．集団の内部構造と報酬体系

　⒂式と⒃式で与えられた最適報酬構造が，集団の内部構造を表すパラメータとどの
ように関連しているかを見ていくことにする。まず，下位集団の個人間の貢献の補完
性の変化が報酬体系に及ぼす影響を検討する。続いて，下位集団内の個人の能力の不
均等の程度が報酬体系に及ぼす影響について調べることにする。

・下位集団内の個人間の補完性

　下位集団内の個人の貢献の間の補完性は，パラメータ の値が小さくなるほど強ま
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る。その影響を調べるには，下位集団の個人が同質的であるとしておくのが便利であ
る。つまり， とするわけである。このとき下位集団内の全
ての個人に対する報酬が個人1への報酬 と等しい値になるのは，⑿式より明らか
である。さらに⒁式を用いれば

  ⒄

という関係が導かれる。 ならば， のとき左辺は の増加関数になり，
のとき減少関数になる。 のときは一定となる。我々は下位集団に

属さない個人0の能力を1に標準化していたから，下位集団に属する個人の能力係数
の合計が個人0のそれより大きいか否かによって， の変化が及ぼす効果が異なって
くるという解釈ができる。そこで，以下のような結論が導かれる11）。

命題3．正規性の条件が満たされるとき，下位集団内の個人の貢献の間の補完性の上
昇（ の低下）が個人0の相対的報酬に及ぼす効果は， のとき以下のようになる。
⒜ 　下位集団に属する個人の能力係数の合計が個人0のそれより大きい場合には低下

する。
⒝ 　下位集団に属する個人の能力係数の合計が個人0のそれより小さい場合には増加

する。
⒞ 　下位集団に属する個人の能力係数の合計が個人0のそれに等しい場合には変化し

ない。

　 のとき，以上の結論は逆になる。

・下位集団内の能力のばらつき

　下位集団内の能力の分布 について，その平均値 を一定としたと
き，個人間の能力に差がない場合と差がある場合とで報酬額合計が大きくなるのはど
ちらだろうか。この問題を考えるには，まず能力のばらつきの尺度を定めておく必要
がある。ここでは所得分布の不平等度を測る際に用いられる標準的な尺度であるロー
レンツ優位の概念によりばらつきの大きさを表すことにする。これは以下のようなも
のである。

　 かつ ，さらに であるような二つのベ
クトル と を考える。これらにおいて

11） の変化の効果については，明確な結論は見出せなかった。
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が成り立ち，さらに少なくとも一つの については厳密な不等号が成立するとき，
はローレンツ優位の意味において よりも不平等（ローレンツ劣

化）であると言う。このことは任意の厳密に凸な一変数関数 について
が成り立つことと同値である（Dasgupta et. al.（1973））。

　この結果を利用すれば以下の結論が得られる。

命題4．正規性の条件が満たされるとき，下位集団内の個人の能力の分布
がローレンツ劣化するにつれて個人0への報酬は低下する。
証明

， とおく。 のとき正規性の条件より は厳密な凸関
数， は減少関数になる。よって は，下位集団内の個人の能力の分布

がローレンツ劣化するにつれて低下する。 のとき は厳密な凹関数
（ が厳密な凸関数）， は増加関数になる。よってこの場合も は，下
位集団内の個人の能力の分布 がローレンツ劣化するにつれて低下する。

であるから，⒃式より求める命題を得る。

証明終。

　下位集団の個人の間の能力のばらつきは，下位集団のインプットの生産を非効率な
ものにする。下位集団のインプットと個人0のインプットが補完的なため，前者の水
準を維持するには報酬を大きくする必要が生じると考えられる。

5．結論

　この論文では集団コンテストのモデルについて，競合する各集団が下位集団を包含
するような内部構造を有する場合への拡張を行った。我々のモデルは一意な均衡を有
するものであり，さらに各集団についてプライズ獲得の確率を最大にするという意味
で最適な報酬体系を定めることができた。これにより，従来取り組むことが困難であっ
た，集団の内部構造の変化がコンテストに勝利するための報酬にどのように影響する
かという問題に答えることが可能になった。
　本稿で検討した内部構造は，下位集団が一つだけという極めて単純なものであった。
これを複数の下位集団を包含する場合に拡張することは難しくない。Kobayashi et.al.
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（2023）は，さらに複雑な内部構造まで導入可能であること，異なる内部構造を有す
る集団の間のコンテストも分析可能であることなどを，一般的な枠組みの中で明らか
にしている。現実において利益獲得のための活動を行っている組織の，内部構造の特
徴の反映とその含意の分析が，今後のモデル分析による研究の課題である。
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